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والمفاهيم  الأفكار  لأهمّ  كملخّ�ص  الملزمة،  هذه  الطّلبة  اأبنائنا  اأيدي  بين  ن�ضع  اأن  ي�سّرنا    
فّ الأوّل الثّانوي العلميّ وال�ضناعي، حيث اإنّ هذه الملزمة تحوي الأمثلة  الرّيا�ضيّة البنائيّة لطلبة ال�ضّ
اإثراءً في نهاية كلّ  مع �سروحات للحلّ، وتدريب م�ضابه؛ ليجرّب الطّالب ويقيّم نف�ضه. واأ�ضفنا 

مو�ضوع؛ لتنمية مهارات التّفكير العليا وتطويرالفهم لدى الطّالب.
وتت�ضمّن هذه الملزمة المو�ضوعات الآتية:
1. التّقدير الدّائريّ والقترانات المثلثيّة.

2. المتطابقات المثلّثيّة .
3. المعادلت المثلّثيّة.

4. القترانات والمعادلت الأُ�ضّيّة.
5. القترانات والمعادلت اللوغاريتميّة.

6. طُرق العِدّ.

ب�صم الله الرحمن الرحيم
المقدمة
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التّقدير الدّائريّ والاقترانات المثلثية  الموضوع الأول

لقيا�ص وحدات الطّول يُوجد نظامان عالميّان هما: النّظام المتريّ، ووحدات قيا�ضه، المتر واأجزاوؤه 
وم�ضاعفاته، والنّظام الإنجليزيّ، ووحداته القدم واأجزاوؤه وم�ضاعفاته، كذلك الزّوايا، يُوجد لها 

نظامان للقيا�ص هما: التقّدير الدّائريّ، والقيا�س ال�صّتيّنيّ.

مثال )1(

3 من التّقدير الدّائريّ اإلى القيا�ص ال�ضّتّينيّ.
π 2 حوّل الزّاوية 

الحل:

ب التّبادلّي نقوم بال�سرّ

بالق�ضمة على π للطّرفين

π˚180د

�ص˚ 3
π 2

  3
π 2 π�ص = 180× 

�ص =  120˚

4 من التّقدير الدّائريّ اإلى القيا�ص ال�ضّتّينيّ.
π 3 حوّل الزّاوية 

أولًا: التقدير الدائري ) للعلميّ والصّناعيّ( 

تدريب )1(
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الآن �ضوف نتعلّم كيف نجد قِيم الَجيب، وجَيب التّمام للزّوايا الخم�ضة الرّئي�ضة
) 0˚ ، 30˚ ، 45˚ ، 60˚ ، 90˚ ( بوا�ضطة اأ�ضابع اليد وذلك ح�ضب ال�ضّكل الآتي:

حوّل الزّاوية 315˚من القيا�ص ال�ضّتينيّ اإلى التّقدير الدّائريّ.

مثال )2(

حوّل الزّاوية225˚من القيا�ص ال�ضّتّينيّ اإلى التّقدير الدّائريّ.
الحل:

ب التّبادلّي نقوم بال�سرّ

بالق�ضمة على180للطّرفين

πد180˚

�ص225˚

π225 = 180�ص

4
π 5 �ص =  

 
 ) للعلمي والصناعي( قوانين الاقترانات المثلثية ( 2

 
 الرئيسية الآن سوف نتعلم كيف نجد قيم الجيب وجيب التمام للزوايا الخمسة 

 90 60 45 30  ب الشكل التالي من خلال أصابع اليد وذلك حس 0

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
2  

 
2  

 

 

 

 

 عدد الأصابع تحت الزاوية 

 الزاوية  فوقعدد الأصابع 

 = θ جا

 = θ جتا

عدد الأ�ضابع تحت الزاوية

عدد الأ�ضابع فوق الزاوية

2

2

ثانيًا: قوانين الاقترانات المثلّثيّة ) للعلميّ والصّناعيّ( 

تدريب )2(
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مثال )2(

اإذا كان �ضلع النتهاء لزاوية قيا�ضها هـ يمرّ بالنّقطة )3، 4( اح�ضب قيمة كلّ مّما ياأتي: جاهـ، جتاهـ، 
ظاهـ،  ظتاهـ ، قاهـ ، قتاهـ

الحلّ: 
ب نظريّة فيثاغور�ص  ح�ضَ

�ص2 = �ص2 = ر2
 16 + 9 = ر2

 ر2 = 25
 ر =5 

5
4  = 

المقابل
الوتر جا�ص= 

5
3  = 

المجاور
الوتر جتا�ص = 

3
4  = 

المقابل
المجاور ظا�ص = 

4
3  = 

المجاور
المقابل ظتا�ص = 

3
5  = 

الوتر
المجاور قا�ص = 

4
5  = 

الوتر
المقابل قتا�ص = 
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اإذا كان �ضلع النتهاء لزاوية قيا�ضها هـ يمرّ بالنّقطة )-3 ، -4( اح�ضب قيمة كل مّما ياأتي: جاهـ، 
جتاهـ، ظاهـ،  ظتاهـ ، قاهـ ، قتاهـ

تدريب )3(

ثالثًا: اقترانات ) الجيب وجيب التّمام والظّلّ( )للعلميّ والصناعيّ( 

تعتبر الاقترانات المثلّثية مثالاًا على نوع من الاقترانات التّي تعرف بالاقترانات الدّوريةّ 

مثال )3(

 ] π2 ،0 [ ار�ضم منحنى القتران ق)�ص( = جا�ص على الفترة
الحلّ:

الآن نبداأ بتكوين جدول من اأجل التّمثيل البيانّي كما في الجدول الآتي:

04  �ص
 π

2
 π

4
 π3π4

 π5
2

 π3
4

 π7π2

0-0.7-1-00.710.700.7ق)�ص(

ح �ضكل المنحنى  ال�ضّكل الآتي يُو�ضّ

 )للعلمي والصناعي( اقترانات ) الجيب وجيب التمام والظل( ( 3
 

 تعتبر الاقترانات المثلثية مثالًا على نوع من الاقترانات التي تعرف بالاقترانات الدورية 
( منحنى الاقتران 1مثال s s r  ضمن الفترة 20  
 الحل:

 كما في الجدول التالي بتكوين جدول من اجل التمثيل البياني  الآن نبدأ
s  0  

4
  

2
  3

4
    5

4
 3

2
  7

4
  2  

 s r  0 07  1  07  0  07  1   07  0 
 الشكل التالي يوضح شكل المنحنى 

 
 نلاحظ أنه اذا كان s 2 s r قد تضااا ك كما في الشااكل  فان الاتساااع للمنحنى

 التالي  
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نلاحظ، اأنّه اإذا كان ق)�ص( = 2جا�ص، فاإنّ التّ�ضاع للمنحنىقد ت�ضاعف كما في ال�ضّكل الآتي:

 )للعلمي والصناعي( اقترانات ) الجيب وجيب التمام والظل( ( 3
 

 تعتبر الاقترانات المثلثية مثالًا على نوع من الاقترانات التي تعرف بالاقترانات الدورية 
( منحنى الاقتران 1مثال s s r  ضمن الفترة 20  
 الحل:

 كما في الجدول التالي بتكوين جدول من اجل التمثيل البياني  الآن نبدأ
s  0  

4
  

2
  3

4
    5

4
 3

2
  7

4
  2  

 s r  0 07  1  07  0  07  1   07  0 
 الشكل التالي يوضح شكل المنحنى 

 
 نلاحظ أنه اذا كان s 2 s r قد تضااا ك كما في الشااكل  فان الاتساااع للمنحنى

 التالي  

1 �ص فاإن زمن الدّورة تقلّ للنّ�ضف كما في ال�ضّكل الآتي
2 كما نلاحظ اأنه اإذا كان ق)�ص( =جا 

اذا كان  كما نلاحظ انه 1
s s r
2

فان زمن الدورة تقل للنصااااا كما في الشااااكل  
 التالي 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

منحنى الاقتران  :1تدريب s s r  ضمن الفترة 20  
 

: اثبت ان الاثراء 2 2i i 1  
 

 ] π2 ،0 [ منحنى القتران ق)�ص( = جتا�ص �ضمن الفترة
تدريب )4(

 الإثراء

اثبت ان 1 + ظا2 هـ = قا2 هـ
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علم المثلّثات وهو اأحد فروع الرّيا�ضيات الهند�ضيّة القديمة، الّتي تهتمّ بقيا�ص اأ�ضلاع المثلّث 
والأبحاث  المجالت  من  كبير  عدد  في  وا�ضتُخدم  الع�ضور،   َ عبْر العلم  هذا  تطوّر  وقد  وزواياه، 
العلميّة، منها: علم الفلك، والملاحة، والم�ضح، وقد نُظّم علم المثلّثات بوا�ضطة عدد كبير من القوانين 
والمتطابقات ال�ضّهيرة والدّوالّ؛ لحلّ المعادلت والح�ضابات العلميّة والرّيا�ضيّة، ويرتكز علم المثلّثات 
على النّ�ضب المثلّثيّة الّتي و�ضعها عدد من العلماء، وهي الجيب، وجيب التّمام، والظّلّ، الّتي تُعدّ 
التّنقّل،  في  المثلّثات  علم  وا�ضتُخدم  المثلّثات،  علم  وقوانين  جميعها،  ال�ضّهيرة  المتطابقات  اأ�ضا�ص 
والبناء،  والهند�ضة،  وتيّات،  وال�ضّ الب�سرياّت،  علوم:  �ضمن  وطُبّق  الطّويلة،  الم�ضافات  وح�ضاب 

ويُعدّ من اأهمّ العلوم والفروع الّتي تُدرّ�ص، وتُ�ضتخدم في المجالت العلميّةكافّة.
ت�ضتخدم متطابقات المجموع )الفرق( لزاويتين؛لإيجاد قيم النّ�ضب المثلّثيّة عند بع�ص الزّوايا 
الّتي يمكن كتابتها على �ضورة حا�ضل جمع زاويتين،اأو الفرق بينهما،اإذا علمتَ النّ�ضب المثلّثيّة لكلّ 

منها )المجموعة الأولى(.

المتطابقات المثلّثيّة   الموضوع الثاني

:  اإذا كان اأ ، ب  قيا�ضين لزاويتين فاإن َّ
جتا )اأ - ب ( = جتااأجتا ب + جا اأ جا ب( 1
جتا )اأ + ب(  = جتااأ جتا ب – جا اأ جا ب( 2
جا )اأ + ب(   = جا اأجتا ب + جا ب جتا اأ( 3
جا )اأ - ب (  = جا اأجتا ب -  جا ب جتا اأ( 4

1 + ظااأ ظاب( 5
ظااأ - ظاب

 
ظا )اأ - ب(   =  

1 - ظااأ ظاب( 6
ظااأ + ظاب

 
ظا )اأ + ب(   = 
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مثال )1(

دون ا�ضتخدام الآلة الحا�ضبة، اح�ضب قيمة كلّ مّما ياأتي، اإذا علمتَ اأنّ:

2
2 ،  جا )45( = جتا )45( =  2

3 1 ، جتا )30( = جا )60( = 
2 جتا )30( = جتا )60( = 

1( جا )105(،   2( جتا )15( ،   3( ظا )75(
الحلّ: 

جا )105( = جا )45 + 60(  )1

= جا )45( × جتا )60( + جا )60( × جتا )45(

2
2  × 2

3  + 1
2  × 2

2  =

4
26 +  = 4

6  + 4
2  =

جتا )15( = جتا ) 45 -30(  )2

= جتا )45( × جتا )30( + جا )45( × جا )30(

 1
2  ×  2

2  + 2
3  × 2

2   =

4
62 +  = 4

2  + 4
6  =

ظا )75( = ظا )45 + 30(  )3

1 - ظا )45( × ظا )30( 
ظا )45( + ظا )30(  =

 3
3

1 +
1 -  =   

+1

-1

1

1
3

3

 =

المعروفة،  الخم�ضة  الزّوايا  من  زاويتين  عن  نبحث 
ويكون ناتج جمعهما ي�ضاوي )105(.

المعروفة،  الخم�ضة  الزّوايا  من  زاويتين  عن  نبحث 
ويكون ناتج الفرق بينهما ي�ضاوي )15(.

با�ضتخدام  المثلّثيّة  القترانات  قيم  تعوي�ص 
الّتي �سُرحتْر في �ضفحة )7(، ثمّ  اأ�ضابع اليد 

عمليّات ح�ضابيّة.

با�ضتخدام  المثلّثيّة  القترانات  قيم  تعوي�ص 
)7(،ثمّ  �ضفحة  في  �سُرحتْر  الّتي  اليد  اأ�ضابع 

عمليّات ح�ضابيّة.

نبحث عن زاويتين من الزّوايا الخم�ضة المعروفة، 
ويكون ناتج جمعهما ي�ضاوي )75(.

با�ضتخدام  المثلّثيّة  القترانات  قيم  تعوي�ص 
)5(،ثمّ  �ضفحة  في  �سُرحتْر  الّتي  اليد  اأ�ضابع 

عمليّات ح�ضابيّة.

من  الثالثة  المتطابقة  ا�ضتخدام 
المجموعة الأولى.

ا�ضتخدام المتطابقة الولى من المجموعة الولى.

ا�ضتخدام المتطابقة ال�ضّاد�ضة من المجموعة الأولى.
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نحتاج اأحيانًا اأن نكتب الجيب، وجيب التّمام لزاويتين كحا�ضل �سرب، وهذه المتطابقات تجعل 
العمليّات الح�ضابيّة �ضهلةً، والنّظريّة الآتية تَ�ضتخدم حا�ضل �سرب الجيب، وجيب التّمام؛ لحا�ضل 

جمع جيبين اأو جيبي تمام )المجموعة الثّانية(.

1 )2
�ص - �ص × جتا  

  2
�ص + �ص جا�ص + جا�ص = 2 جا  

2 )2
�ص - �ص × جا  

   2
�ص + �ص جا�ص – جا�ص = 2 جتا  

3 ) 2
�ص - �ص × جتا  

  2
�ص + �ص جتا�ص + جتا�ص = 2جتا  

4 )2
�ص - �ص × جا  

  2
�ص + �ص جتا�ص - جتا�ص = -2 جا  

دُون ا�ضتخدام الآلة الحا�ضبة، اح�ضب قيمة كلّ ممّا ياأتي اإذا علمت اأنّ:

2
2 ،  جا )45( = جتا )45( =  2

3 1 ، جتا )30( = جا )60( = 
2 جتا )30( = جتا )60( = 

1( جتا )75(،   2( جا )15( ،   3( ظا )105(

تدريب )1(

مثال )2(

جا )105( - جا )15( = 1
جتا )105( + جتا )15( اأثبت اأن 

الحلّ: 
جا )105( - جا )15( 

الطّرف جتا )105( + جتا )15( ناأخذ  الإثبات،  اأجل  من 
الأيمن،ثمّ نبداأ بخطوات الإثبات.
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عف الزّاوية )المجموعة الثّالثة(. اعتمادًا على المتطابقات ال�ضّابقة، يمكن التّعبير عن متطابقات �ضِ

الثّالثة  المتطابقة  للب�ضط،  ن�ضتخدم 
وللمقام،  الثّانية،  المجموعة  من 

المتطابقة الثّانية المجموعة  نف�ضها.

60

2
15 + 105

45

2
15 - 105 × جتا

× جا
45
2

15 - 105

2جتا

2جتا
=

60
2

15 + 105

بما اأن جتا 45 = جا 45

  1= 2 ×جتا )60( × جا )45(
2 ×جتا )60( × جتا )45(

 
يُخت�سرَ الب�ضط مع المقام.=

3  =
جتا15 - جتا75 

جا75 + جا15
تدريب )2(

    جتا2 )�ص(  - جا2 )�ص( 
جتا2�ص =         1 – 2 جا2 )�ص( 1(  

                     2 جتا2 )�ص( – 1 
جا 2)�ص( = 2 جا )�ص( × جتا )�ص(  )2  

1-ظا2�ص
2ظا�ص

 
ظا2�ص =   )3

مثال )3(

2   : 0˚> �ص>90˚، فجد قيمة كُلٍّ مما ياأتي :
3  اإذا علمت اأن جا�ص = 

3( ظا )2�ص( 2( جا )2�ص(     جتا )2�ص(    )1  
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الحلّ: 
جتا2�ص = 1- 2 جا2�ص                 تُ�ضتخدم المتطابقة الأولى، الفرع الثّاني من المجموعة الثّالثة.      )1

(2                        تعوي�ص قيمة الجيب من ال�ضّوؤال   2
3 ( × 2 – 1 =  

ب، ثمّ الطّرح.     عمليّات ح�ضابيّة واتّباع الأولويّات: ال�سرّ
1
9   = 8

9   -1 = 4
9  ×2 -1 =     

جا2�ص + جتا2�ص  = 1                                ن�ضتخدم هذه المتطابقة؛لإيجاد قيمة جيب التّمام   )2
تعوي�ص قيمة الجيب المعطى بال�ضّوؤال.  (2   + جتا2�ص = 1     2

3 (
( + جتا2�ص = 1 4

9 (
5                   تنفيذ العمليّات الح�ضابيّة، وجعل الثّوابت بطرف.

9 جتا2�ص = 
بع الأوّل. 9             نهمل ال�ضّالب؛ لأنّ الزّاوية في الرُّ

5 جتا�ص  =    

  3
5  جتا�ص  =  

جا2�ص = 2جا�ص جتا�ص

9
5 4  = 3

5  × 
2
3 جا2�ص = 2 × 

جتا)2�ص(               با�ضتخدام علاقة الظّلّ مع الجيب وجيب التّمام؛ لإيجاد قيمتها.
جا)2�ص(

 
لح�ضاب ظا 2�ص =  )3

     5  4 = 1
9  ÷  9

5  4 =                       

: 90˚> �ص> 180˚، فجد قيمة كُلٍّ من: 1-
3  اإذا علمت اأنّ جتا �ص = 

3( ظا )2�ص( 2( جا )2�ص(     جتا )2�ص(    )1  

تدريب )3(

 الإثراء

= 2 قا�ص
جتا�ص 
1+جا�ص

 
+

1+جا�ص 
جتا�ص اثبت ان 
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تُعرّف المعادلة المثلّثيّة اأنّها: المعادلة الّتي تحوي اقترانًا مثلّثيًّا اأو اأكثر، وحلّ المعادلة المثلّثيّة يعني 
اإيجاد قِيم المتغيّر فيها،اإمّا هند�ضيًّا واإمّا جبيًّا.

حلّ المعادلات المثلّثيّة  الموضوع الثالث

مثال )1(

. 
1
2 حل المعادلة جا )3�ص( = 

الحلّ: 
 ثم بالق�ضمة على 3 للطّرفين.                                                                            

1
2 π                                نبحث عن زاوية الجيب لها   

6 نجد اأن 3�ص =  
18 وهذا هو الحل الأولي. 

  π �ص = 
يجب اأن نحدّد دورة القتران؛ من اأجل اإيجاد الحلّ العامّ      

0 > 3�ص> π2                                         نحدّد دورة القتران؛ من اأجل اإيجاد الحلّ العامّ
   .  3

  π2 0 > �ص> 
ن{ 3

  π2  + 18
  π الحل العام : } �ص:�ص= 

 
1
2 حل المعادلة جتا )5�ص( = 

تدريب )1(
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حل المعادلة جتا2�ص + 2جتا�ص = 3
تدريب )2(

مثال )2(

حل المعادلة جا2�ص – جا�ص = 2
الحلّ: 

جا2�ص- جا�ص =2                                                                  
جا2�ص – جا�ص -2 = 0

)جا )�ص( -2 ( )جا )�ص( +1( = 0                                           
  جا�ص =2           جا�ص = -1                                                                             

 2
  π3                                  �ص= 

π2 + 2ن {
  π3 الحل العام: } �ص:�ص= 

نتعامل مع هذه المعادلة وكاأنّها معادلة تربيعيّة: 
�ص2 - �ص - 2 = 0 بحيث تحلل اإلى

)�ص-2( )�ص+1(=0 

تهمل قيمة الجيب ت�ضاوي 2 وال�ضّبب اأنّ قيمة 
الجيب دائمًا مح�ضورة في الفترة  ] -1 ، 1[

مثال )3(

 جتا�ص=  0 حلًا اأوليًا
1
2 حل المعادلة جا�ص × جتا�ص - 

الحلّ: 
 جتا�ص=  0

1
2 جا�ص × جتا�ص - 

0 = ) 
1
2 جتا�ص × )جا�ص - 

1
2 جتا�ص = 0  جا�ص = 

  6
  π5  ،   π

6 2  ، �ص= 
  π3  ،   π

2 �ص= 

} 2
  π3   ،  6

  π5  ،  
π
2  ،   π

6  الحل الاأولي:} 

المعادلة وكاأنّها معادلة خطّيّة  نتعامل مع هذه 
 = 0 وهنا ناأخذ 

1
2 بمتغيّرين هي: �ص �ص - 

) 
1
2 �ص عامل م�ضترك كما ياأتي:  )�ص - 

التّمام  جيب  عندها  تكون  الّتي  �ص  قيم  نجد 
كذلك  الأولى،  الدّورة  في  �ضفرًا  ت�ضاوي 
 في 

1
2 نجد قيم �ص الّتي تكون عندها الجيب 

الدّورة الأولى.



18

3  ظتا�ص = 0 حل المعادلة  ظا�ص ظتا�ص -  
تدريب )3(

حل المعادلة  جا2�ص = جتا�ص + 1
تدريب )4(

مثال )4(

حل المعادلة ظا2�ص = قا�ص + 1 حلًا اأوليًا
الحلّ: 

ظا2�ص = قا�ص + 1                                                   ن�ضتخدم المتطابقة 1+ ظا2�ص = قا�ص                                                             
قا2�ص -1 = قا�ص + 1                                              ننقل الحدود اإلى الطّرف الأيمن

قا2�ص - قا�ص - 1-1 = 0
قا2�ص - قا�ص - 2 = 0

)قا�ص -2 (       )قا�ص +1( = 0                                           
قا�ص =2            قا�ص = -1                                                                             

 π =3  ، �ص
  π5  ،   π

3 �ص= 

}  3
  π5   ، π ، π

3 الحل العام: } 

 الإثراء

ا حِلْر المعادلة حلاًّ اأوّليًّا وحلاًّ عامًّ
3قا2�ص - 5قا�ص - 2 = 0

نجد قيم �ص الّتي تكون عندها القاطع ت�ضاوي 
التّي  �ص  قيم  نجد  ثمّ  الأولى،  الدّورة  في   2
الدّورة  القاطع ت�ضاوي -1 في  تكوّن عندها 

الأولى 

نتعامل مع هذه المعادلة وكاأنّها معادلة تربيعيّة 
اإلى  تُحلّل  بحيث  �ص-2=0    - �ص2  هي: 

)�ص-2( )�ص+1(=0
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حيث  اللّعبة؛  هذه  مُتِرع  عبقريّة  على  يدلّ  طرنج  ال�ضِّ واكت�ضاف  الأذكياء،  لعبة  رنج  طْر ال�ضِّ لعبة  اإنّ 
اإنّه طلب مكافاأة من الملك على النّحو الآتي: اأن يح�ضل على حبّة قمح واحدة عن المربّع الأوّل، 
وحبّتي قمح عن المربّع الثّاني، واأربع حبّات قمح عن المربّع الثّالث، وثماني حبّات عن المربّع الرابّع 

وهكذا.فما عدد الحبّات في المربّع الأخير؟

مثال )1(

ار�ضم منحنى القتران: ق)�ص( = )2(�ص  ثمّ اأجب ما ياأتي: 
اديّ للاقتران ق؟ ( 1 ما المقطع ال�ضّ
هل يقطع القتران ق محور ال�ضّينات؟ ( 2
هل القتران ق متزايد اأم متناق�ص؟ ( 3
هل القتران ق واحد لواحد؟ ( 4
ما مجال القتران ق؟ ( 5
ما مدى القتران ق؟ ( 6

الحلّ: 
نبداأ بتكوين جدول من اأجل تمثيل منحنى القتران على الم�ضتوى الدّيكارتيّ:

012-1-2�ص

 ق)�ص(
1
4 

1
2124

  الموضوع الرابع
الُأسّيّة  والمعادلات  الُأسّيّة  الاقترانات 

)للعلميّ والصّناعيّ( 
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�ص = 1.( 1
القتران ل يقطع محور ال�ضّينات.( 2
القتران متزايد.( 3
القتران هو اقتران واحد لواحد.( 4
المجال: )-∞ ، ∞(.( 5
المدى: ) 0 ، ∞(( 6

 )للعلمي والصناعي( والمعادلات الاسية الاقترانات الأسية 
 

ان لعبة الشطرنج هي لعبة الاذكياء واكتشاف الشطرنج يدل على عبقرية مخترع هذه اللعبة 
لك على الشكل التالي ان يحصل على حبة قمح واحدة عن المربع حيث انه طلب مكافأة من الم

الأول وحبتين من القمح عن المربع الثاني واربع حبات من القمح عن المربع الثالث وثمان 
 حبات عن المربع الرابع وهكذا فما عدد الحبات في المربع الأخير 

( ارسم منحنى الاقتران 1مثال s2 s r   :ثم اجب عما يلي 
 ؟  rالصادي للاقترانما المقطع  (أ

 محور السينات؟  rهل يقطع الاقتران (ب
 متزايد أم متناقص؟  rهل الاقتران (ج
 واحد لواحد؟  rهل الاقتران (د

 ؟  rما مجال الاقتران (ه
 ؟  rما مدى الاقتران (و

 الحل: 
 نبدأ بتكوين جدول من أجل تمثيل منحنى الاقتران على المستوى الديكارتي 

s  2  1  0  1  2  
 s r  1

4
  1

2
  1  2  4  

 
  
 
 

1 (أ w  
 الاقتران لا يقطع محور السينات  (ب
 الاقتران متزايد  (ج
 الاقتران هو اقتران واحد لواحد  (د
المجال:  (ه     

المدى:  (و 0  
 
 
 

 

 :الرابعالموضوع 

ار�ضم منحنى القتران ق)�ص( = 3�ص، ثمّ اأجب ما ياأتي: 
ادي للاقتران ق؟ ( 1 ما المقطع ال�ضّ
هل يقطع القتران ق محورال�ضّينات؟ ( 2
هل القتران ق متزايد اأم متناق�ص؟ ( 3
هل القتران ق واحد لواحد؟ ( 4
ما مجال القتران ق ؟ ( 5
ما مدى القتران ق ؟ ( 6

تدريب )1(

مثال )2(

= )27(�ص-1
1-2�ص  1

3 حل المعادلة  
الحلّ: 

اأ-ن = اأن                                                             
1

= )27(�ص-1                                ن�ضتخدم القانون 
1-2�ص  1

3
)3-1(1-2�ص  = )33(�ص-1                               ن�ضتخدم القانون )اأن(م = اأن×م

)3(2�ص-1  = )3(3�ص-3                                           
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  = )16(�ص+1
2-�ص 1

2 حل المعادلة 

تدريب )2(

حُلَّ المعادلة: 3�ص3 - 5�ص2 +6�ص   = 1 
تدريب )3(

مثال )3(

حُلَّ المعادلة: 4�ص3 + 2�ص2 -3�ص   = 1     
الحلّ: 

4�ص3 + 2�ص2 -3�ص   = 1     في مثل هذه الحالة تكون 1=04
�ص3 +2�ص2 -3�ص =0            عندما يت�ضاوى الأ�ضا�ص، فاإنّ الأ�ض�ص تت�ضاوى.

�ص )�ص2+2�ص -3( =0           يتمّ اإخراج �ص عامل م�ضترك، ثمّ تحليل المعادلة التّربيعيّة واإيجاد قيم �ص.  
)�ص( )�ص-1( )�ص+3(  =0                                                        

�ص = 0     �ص = 1   �ص = -3
مجـموعة الحل= }-3، 0، 1{ 

2�ص -1= 3�ص-3               في المعادلة عندما يت�ضاوى الأ�ضا�ص تت�ضاوى الأ�ض�ص. 
2 = �ص   
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مثال )4(

حُلَّ المعادلة   )4(�ص  - 10)2(�ص + 16 = 0
الحلّ:

 )4(�ص - 10 )2(�ص + 16 = 0                  يتمّ توحيد الأ�ضا�ص 4 = 22
)22(�ص - 10 )2(�ص + 16 = 0                          

)2�ص(2 - 10 )2(�ص + 16 = 0                  با�ضتخدم القانون )اأن(م = )اأم(ن
نفر�ص اأن:  �ص = 2�ص

 �ص2 - 10�ص+ 16=0 
)�ص -8( )�ص – 2(=0                                                                   

�ص = 8        اأو      �ص = 2
2�ص = 8                 2�ص = 2                                                              

�ص = 3                        �ص= 1  
مجـموعة الحل هي:} 1، 3{

يتمّ تحليل المعادلة، ثمّ اإيجاد قيم �ص، وبعدها 
نعيد قيمة �ص اإلى ما قبل الفر�ص؛ من اإجل 

اإيجاد قيم �ص 

حل المعادلة )25(�ص - 6 )5(�ص + 5 = 0 
تدريب )4(

 الإثراء

ار�ضم منحنى القتران
ق)�ص( = -2 × )3(�ص +1 +4



23

ل باحث اإلى اأنّ عدد البكتيريا يتزايد وفق العلاقة: في اأحد متبات العلوم الحياتيّة، تو�ضّ
ع = ع1 × )2(ن  حيث ن عدد ال�ضّاعات،جِد الزّمن المتوقّع لي�ضبح عدد البكتيرياع  ثلاثة اأ�ضعاف 

عددها الحالي ع1.

مثال )1(

 �ص  ثمّ اأجب ما ياأتي: 
2
ار�ضم منحنى القتران: ق)�ص( = لــــو

ما المقطع ال�ضّينيّ للاقتران ق؟ ( 1
ادات؟ ( 2 هل يقطع القتران ق محور ال�ضّ
هل القتران ق متزايد اأم متناق�ص؟ ( 3
هل القتران ق واحد لواحد؟ ( 4
ما مجال القتران ق؟ ( 5
ما مدى القتران ق؟ ( 6

 الحلّ: 
نبداأ بتكوين جدول من اأجل تمثيل منحنى القتران على الم�ضتوى الدّيكارتيّ:

1�ص
4 

1
2124

012-1-2ق)�ص(

  الموضوع الخامس
الاقترانات والمعادلات اللوغاريتميّة 

)للعلميّ والصّناعيّ( 
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�ص = 1.( 1
القتران ل يقطع محور ال�ضادات.( 2
القتران متزايد.( 3
القتران هو اقتران واحد لواحد.( 4
المجال: ) 0 ، ∞(.( 5
المدى: )-∞ ، ∞(.( 6

 �ص، ثمّ اأجب ما ياأتي: 
3
ار�ضم منحنى القتران ق)�ص( = لــــو

ما المقطع ال�ضّينيّ للاقتران ق؟ ( 1
ادات؟ ( 2 هل يقطع القتران ق محور ال�ضّ
هل القتران ق متزايد اأم متناق�ص؟ ( 3
هل القتران ق واحد لواحد؟ ( 4
ما مجال القتران ق ؟ ( 5
ما مدى القتران ق ؟ ( 6

تدريب )1(

الاآن، التعّرّف اإلى قوانين اللوغاريتمات في ما ياأتي:

 �ص
 اأ
 �ص + لــــو

 اأ
�ص �ص = لــــو

 اأ 
قانون )1(: لــــو

�ص
 اأ 
 �ص - لــــو

 اأ
�ص = لــــو

�ص  
 اأ 
قانون )2(: لــــو

�ص
 اأ
 �صن = ن× لــــو

 اأ
قانون )3(: لــــو

 جــ × لــــوب     اأ = لــــوب   جــ
 اأ
قانون )4(: لــــو
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مثال )2(

اإذا كان لــــو5 ≅ 0.7 لــــو6 ≅ 0.8 فجد ما ياأتي:
5 6

1( لــــو 30                   2( لــــو 1.2                3( لــــو 125    4( لــــو
الحلّ:

لــــو 30 = لــــو)6 × 5(    نبحث عن عددين حا�ضل �سربهما ي�ضاوي 30؛ من اأجل ا�ضتخدام معطيات ال�ضّوؤال.  )1

= لــــو 6 + لــــو 5             ا�ضتخدام القانون الأوّل من قوانين اللوغاريتمات،
= 0.8 + 0.7                    تعوي�ص قيم اللوغاريتمات من المعطيات في ال�ضّوؤال، ثمّ تنفيذ عمليّة الجمع.

1.5 =
لــــو 1.2 = لــــو)6 ÷ 5(  )2

= لــــو 6 - لــــو 5             ا�ضتخدام القانون الثاّني من قوانين اللوغاريتمات.
= 0.8 - 0.7                    تعوي�ص قيم اللّوغاريتمات من المعطيات في ال�ضّوؤال، ثمّ تنفيذ عمليّة الطّرح.

0.1 =
لــــو 125 = لــــو35               نعبّ عن العدد 125 ب�ضيغة الأ�صّ.  )3

= 3 × لــــو 5                  ا�ضتخدام القانون الثّالث من قوانين اللّوغاريتمات.
= 3 × 0.7                      تعوي�ص قيمة اللّوغاريتم من المعطيات في ال�ضّوؤال، ثمّ نب�ضّط الك�سر.

2.1 =
لــــو5
لــــو6   = 5 6

4(  لــــو

 7
8  = 0.7

0.8  =

 ا�ضتخدام القانون الرابع من قوانين اللوغاريتمات بحيث ن�ضتنتج منها ما يلي:
  جـ  

ب 
لــــو

 اأ جـ
لــــو 1( لــــوب   اأ  = 

  جـ  
ب 
لــــو

لــــوب   اأ   اأ جـ= 
2( لــــو

نبحث عن عددين حا�ضل الق�ضمة بينهما ي�ضاوي 
1.2؛ من اأجل ا�ضتخدام معطيات ال�ضّوؤال.

تعوي�ص قيمة اللوغاريتم من المعطيات في 
ب. ال�ضّوؤال، ثمّ تنفيذ عمليّة ال�سرّ
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اإذا كان لــــو5 ≅ 0.7 لــــو8 ≅ 0.9 فجد ما ياأتي:
8 5

1( لــــو 40                   2( لــــو 1.6                3( لــــو 64    4( لــــو

تدريب )2(

 )6-�ص( = 2  
3
�ص + لــــو

3
حل المعادلة لــــو

تدريب )3(

مثال )3(

 )�ص+2( = 3  
2
�ص + لــــو

2
حل المعادلة لــــو

الحلّ:
 )�ص+2( = 3           ا�ضتخدام القانون الأوّل من قوانين اللّوغاريتمات.

2
�ص + لــــو

2
لــــو

 )�ص )�ص+2(( = 3
2
لــــو

يّة.   يغة الأ�ضُّ يغة اللّوغاريتميّة اإلى ال�ضّ �ص )�ص +2 ( = 32                                            نحوّل المعادلة من ال�ضّ
�ص2 + 2�ص = 8

�ص2 + 2�ص – 8 = 0
)�ص+4( )�ص - 2( =0                     نحلّل العبارة التّربيعيّة واإيجاد قيم �ص الممكنة.

�ص= -4      �ص=2                           قيمة �ص= -4 تهمل؛ لأنّ ناتج التّعوي�ص في المعادلة اللّوغاريتميّة �ضالبة. 
مجـموعة الحل: }2{

 الإثراء

ما الفرق بين مجال القتران: ق)�ص(= لــــو )�ص + 3( )�ص - 3(
)�ص2 - 6�ص + 9(؟

2
ومجال القتران هـ)�ص( = لــــو



27

طُرق العدّ  الموضوع السادس

اأمام فتاة �ضحن فيه ب�ضكويت يحتوي ع�سرين قطعة، اثنتا ع�سرة قطعة ليّنة والبقيّة قا�ضية، كم عدد 
ها هذه الفتاة اختيار ثلاث قطع ب�ضكويت، بحيث توجد قطعتان قا�ضيتان  الطرق التي ت�ضتطيع عبْر

وواحدة ليّنة؟ 

بالمدينة ب، وثلاث طرق  اأ  المدينة  اأ ، ب ، جـ، وهنالك خم�ص طرق ت�ضل  هنالك ثلاث مدن 
مرورًا  اأ  المدينة  من  انطلاقًا  جـ  المدينة  اإلى  الو�ضول  �ضخ�ص  اأراد  اإذا  جـ،  بالمدينة  ب  ت�ضلالمدينة 

بالمدينة ب، ما عدد الطّرق الّتي يمكنه �ضلوكها؟ 

تدريب )1(

مبداأ العد الاأ�صا�صي
اإذا تم اإجراء عملية على ك من  المراحل حيث اإنَّ المرحلة الأولى لها ن1 من الطرق، المرحلة الثانية 
الثالثة لها ن3 من الطرق، وهكذا حتى المرحلة الأخيرة )ك( التي  لها ن2 من الطرق ، المرحلة 
×ن3×.....×نك  اإجراء العملية كاملة بطرائق عددها= ن1×ن2  فاإنه يمكن  لها نكمن الطرق، 

طريقة، على فر�ص اأن الختيار في اأي مرحلة ل يوؤثر في الختيار في المراحل الأخرى.

مثال )1(

ذهبت �ضارة اإلى مطعم لتناول وجبة طعام، عندما نظرت اإلى قائمة الطعام، وجدتْر اأمامها ثلاثة 
اأنواع من اللّحوم، و�ضبعة اأنواع من الع�ضير، واأربعة اأنواع من الحلوى، بكم طريقة يمكن اختيار 

وجبة مكوّنة من نوع واحد من اللّحم، ونوع واحد من الع�ضير، ونوع واحد من الحلوى؟ 
الحلّ:

عدد الطّرق = 3 × 7 × 4 =84
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جد قيمة كلّ ممّا ياأتي 

 !4
!7

 
)2     !5  )1

تدريب )2(

مثال )2(

جد قيمة كلّ مّما ياأتي:
!1)3    

 !6
!8

 
)2     !4  )1  

الحلّ:
                              24=1×2×3×4 = !4  )1  

56 = 7×8 =  1*2*3*4*5*6
1*2*3*4*5*6*7*8

 
=

 !6
!8

 
)2

 
1 = !1  )3

الم�ضروب
ليكن ن عددًا �ضحيحًا غير �ضالب، يعرف م�سروب العدد ن الذي يرمز له بالرمز ن! على اأنه 

المقدار:  ن×)ن-1(×)ن-2(×......×3×2×1 ويكون م�سروب ال�ضفر=0! =1

تعريف التبادل 
ا.  اإذا تم اختيار عنا�سر عددها ر من مجموعة عدد عنا�سرها ن بحيث يكون ترتيب الختيار مهمًّ

فاإن هذا الختيار ي�ضمى تباديل.
ويُرمز لعددها بالرمز ل)ن،ر(  حيث ن ، ر  �ص+،   0> ر> ن

)ن-ر(! ن!و يكون ل)ن،ر(= 
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بكم طريقة يمكن تكوين عدد مكوّن من ثلاث منازل مختلفة من مجموعة الأرقام: 
}4،3،7،5،9{؟

تدريب )3(

مثال )3(

بكم طريقة يمكن تكوين عدد مكوّن من منزلتين مختلفتين من مجموعة الأرقام: }5،3،2،8{ 

الحلّ:
12= 3×4 =

 !2
!4

 
عدد الطّرق =  ل )4، 2( =

مثال )4(

ما عدد طرائق تكوين لجنة ت�ضمّ خم�ضة رجال و�ضتّ �ضيّدات،في مجموعة مكوّنة من �ضبعة رجال 
و�ضبع �ضيّدات؟  

الحلّ:
147= 7×21 = !1*!6

!7
 × !2*!5

!7  = 
7
6  × 

7
5 عدد الطّرق =  

التوافيق    
مهم  غير  فيها  الترتيب  كان  اإذا  ن  عنا�سرها  عدد  مجموعة  من  عن�سًرا  ر  اختيار  طرائق  عدد  هي 

والتكرار غير م�ضموح به.

وتُقراأ ن فوق ر، وتُعطى بالقاعدة الآتية:
 

ن
ر  

ويرمز لها بالرمز

)ن-ر(!*ر!
ن!

 
ر! =

ل)ن ، ر(  = 
ن
ر
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مجموعة اأ�ضخا�ص مكوّنة من �ضبعة رجال و�ضتّ �ضيّدات، يُراد ت�ضكيل لجنة خما�ضيّة منها. ما 
عدد طرق اختيار اللّجنة، بحيث ت�ضمّ ثلاث �ضيّدات ورجلين؟ 

تدريب )4(

 نشاط إثرائي

اكتب جميع النّواتج الممكنة لظهور �ضورة اأو رقم )1( في تجربة اإلقاء حَجَر نرد، ثمّ قطعة نقد 
وت�ضجيل الوجه الظّاهر.



31

المو�صوع الاأوّل:
1( التقّدير الدّائريّ

ت1( 135˚

4
π 7 ت2( 

2( قوانين الاقترانات المثلّثيةّ:

5
4- ت1( جا�ص= 

5
3- جا�ص= 

3
4 ظا�ص = 

4
3 ظتا�ص= 

3-
5 قا�ص = 

4-
5 قتا�ص = 

3( اقترانات )الجيب،وجيب التمّام،والظّلّ (
المو�صوع الثاّني: 

4
62 - ت1( جتا )75( = 

4
62 - 2( جا 15 = 

3 3( ظا )105( = -2- 

ملحق )1(

حلول التدريبات 
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3 ت2( 

9
7- ت3( جتا 2�ص = 

 9
 8 جا 2�ص = -2 

7
 8  2 ظا 2�ص = 

المو�صوع الثاّلث: 
ن{  5

   π2  + 15
  π ت1( االحل العام : } �ص:�ص= 

ت2( الحل العام: } �ص:�ص= π2ن { 
ت3( الحل العام: } �ص:�ص= π2ن { 
 } 2

  π3   ، π ، π
2 ت4( الحل العام: } 

المو�صوع الرّابع: 
ت1( 

�ص = 1( 1
القتران ل يقطع محور ال�ضّينات.( 2
القتران متزايد.( 3
القتران هو اقتران واحد لواحد.( 4
المجال: )-∞ ، ∞(( 5
المدى: ) 0 ، ∞(( 6

ت2( مجـموعة الحل: }-2 { 
ت3( مجـموعة الحل هو= }0 ، 2 ، 3{ 

ت4( مجـموعة الحل هي= }0 ، 1{ 
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المو�صوع الخام�س: 
ت1( 

�ص = 1( 1
القتران ل يقطع محور ال�ضادات.( 2
القتران متزايد.( 3
القتران هو اقتران واحد لواحد.( 4
المجال: ) 0 ، ∞(.( 5
المدى: ) -∞ ، ∞(( 6

ت2(  1( لــــو 6 = 1.6
2( لــــو 1.6 = 0.2
3( لــــو 64 = 1.8

9
7  = 8 5

4( لــــو
ت3( مجـموعة الحل هو= }3{ 

المو�صوع ال�صّاد�س: 
ت1( عدد الطّرق = 15

ت2( 1( 120        2( 210
ت3( عدد الطّرق = 60

ت4( عدد الطّرق =420
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المو�صوع الاأوّل: 
الاإثراء: اثبت ان 1+ ظا2هـ = قا2هـ 

جتـا2هـ  
جـا2هـ 1+ ظا2هـ = 1+ 

توحيد المقامات. جتـا2هـ     
جـا2هـ جتـا2هـ + 

= جتـا2هـ

نلاحظ هنا اأنّ: جتا2هـ + جا2هـ =1
جتـا2هـ   

1
 
=

) جتا2هـ( 
 )جتا2هـ + جا2هـ(

 
=

جتاهـ 
1

ن�ضتخدم هنا العلاقة:قاهـ=  = قا2هـ    
المو�صوع الثاّني: 

جتا�ص = 2قا�ص  
1+جا�ص 1+جا�ص +

جتا �ص الاإثراء = 

نبداأ الإثبات من الطّرف الأيمن.   جتا�ص     
1+جا�ص 1+جا�ص +

جتا �ص  =

توحيد المقامات.
جتا�ص )1+جا�ص( 
)1+جا�ص(  )1+جا�ص(

 
+

جتا�ص )1+جا�ص( 
 جتا�ص × جتا�ص

ب في الب�ضط. تنفيذ عمليّات ال�سرّ
جتا�ص )1+جا�ص( 

جا2�ص+2جا�ص+1
 
+

جتا�ص )1+جا�ص( 
 جتا2�ص

تنفيذ عمليّة الجمع بين الك�سرين.
جتا�ص )1+جا�ص(    

جتا2�ص+جا2�ص+2جا�ص+1

ملحق )2(

حلّ أسئلة الإثراء

نبداأ الإثبات من الطّرف الأيمن م�ضتخدمين العلاقة: 
جتاهـ  لتعوي�ضها مكان الظّل 

جاهـ
ظاهـ= 

1

1

ا�ضتخدام القانون الثّالث من قوانين اللّوغاريتمات.
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با�ضتخدام المتطابقة: جتا2�ص + جا2�ص =1
جتا�ص )1+جا�ص(    

2جا�ص+2
 
=

جمع الحدود.
جتا�ص )1+جا�ص(    

2 )1+جا�ص(  =

اإخراج )2( عامل م�ضترك.
جتا�ص )1+جا�ص(    

2 )جا�ص+1(  =

جتاهـ
1

ن�ضتخدم هنا العلاقة:قاهـ=  = 2قا�ص    
جتا�ص 

2
 
=

 

المو�صوع الثاّلث: 
الاإثراء: حلّ المعادلة حلًّ اأوّليًّا وحلًّ عامًّا.

3قا2�ص - 5قا�ص - 2 = 0                                              
)3قا�ص +1( )قا�ص -2( = 0              نحلّل المعادلة على اعتبار اأنّ العبارة التّربيعيّة: 3�ص2 - 5�ص - 2 = 0
3 ؛ لأنّها خارج المدى لقتران القاطع.

  1-
3    قا�ص= 2  تحديد قيم القاطع ملاحظين اأنّنا رف�ضنا القيمة:

 قا�ص= -1  

2                         نحدّد قيم الزّاوية �ص
  π5 π   ،  �ص= 

3 �ص= 

}  3
  π5  ، π

3 الحل الاأولي: } 

π2 + 3ن {
  π5 π2 + πن ، 

3 الحلّ العامّ: } 
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المو�صوع الرّابع: 
الاإثراء: ار�ضم منحنى القتران: ق)�ص( = -2 × )3(�ص+1  + 4                            

اأولاًا: نكوّن الجدول الاآتي من اأجل التمّثيل البيانّي.
-3-2-101�ص

23.3333.777-2-14ق)�ص(
ثمّ نر�ضم المنحنى كما في ال�ضّكل الآتي:

المو�صوع الخام�س: 
الاإثراء:ما الفرق بين مجال الاقتران: ق)�ص( = لــــو )�ص + 3( )�ص - 3(،

 )�ص2 - 6�ص + 9( 
2
ومجال الاقتران: هـ)�ص( = لــــو

نجد مجال القتران ق)�ص( = لــــو )�ص + 3( )�ص - 3(
)�ص + 3( )�ص - 3( <0     ن�ضع المعادلة التّي داخل اللّوغاريتم اأكب من �ضفر وذلك ح�ضب تعريف اللّوغاريتم.

)�ص + 3( )�ص - 3( = 0   نحوّل المتباينة اإلى معادلة؛من اأجل اإيجاد قيم �ص. 
�ص= -3      �ص= 3  

+-+
33-

ن�ضتخدم خطّ الأعداد؛ لتحديد المجال للاقتران. 
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المجال: ) -∞ ،-3( ∪ ) 3 ،∞(
 )�ص2 - 6�ص + 9( 

2
والآن نجد مجال القتران هـ)�ص( = لــــو

�ص2 - 6�ص + 9 < 0        ن�ضع المعادلة الّتي داخل اللّوغاريتم اأكب من �ضفر وذلك ح�ضب تعريف اللّوغاريتم.     
�ص2 - 6�ص + 9 = 0

)�ص - 3( )�ص - 3( = 0    نحوّل المتباينة اإلى معادلة، ثمّ نحلّلها اإلى عواملها الأوّليّة؛ من اأجل اإيجاد قيم �ص.
�ص= 3      �ص= 3  

 المجال: ) -∞ ، ∞(

+
3

+

المو�صوع الخام�س: 
د، ثمّ  ن�شاط اإثرائيّ: اكتب جميع النّواتج الممكنة لظهور �ضورة اأو رقم )1( في تجربة اإلقاء حَجَر نرْر

قطعة نقد وت�ضجيل الوجه الظّاهر.
)1، ك(، )1، �ص(، )2، �ص(، )3، �ص(، )4، �ص(، )5، �ص(، )6، �ص(

ن�ضتخدم خطّ الأعداد؛ لتحديد المجال للاقتران.
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